
表面に働く静的力に依る有唐辛無限

弾性樫の歪に就て(第戸報)
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牛無限弾性瞳の歪に関する研究は J.Boussinesq以後多くの人に依って注されて来て居る。静的

カが等方牛無限弾性瞳の表面に作用する一般の場合は 1935年本多，三浦爾氏(1)のものがあれ有

屠牛無限弾性鰻の表面荷重に依る歪の研究は工事的見地から数値積分を用ひて計算をした松村孫治ー

氏(2)の研究がある.その後屠か極めて薄いとして計算をたしたものに西村源六郎氏ω及津田龍吉氏

ωの研究と，叉下層が剛鰻とした場合の同じ津田龍吉氏の研究がある.

‘著者，は有屠牛無限弾性鰻の表面に静的力が働く一般の場合に就て計算をたした.

1. 圏壌座標に依る弾性鍾の平衝方程式の解

国壕座標に於て r，8， z方向の愛位を内側仰とするとF 平衝方程式は

三笠+1..aUr十三笠--l.-fUr _ ~2笠~l~~.生ι三一主土~.~全.
θr:! r θr . az2 r2¥'θ(}2 ) '}・2 a(} μ， θr 

aZU(J . 1θU(J' I a2U(J _ 1 ( θ2U(J¥.  2' aUr一入+μ1θム
一一+一一一十一τ一一τ(仰一一一)+一・一一一一一一一・一一ー ト・・・・・・・・・・(1) 〆θr2 . r θr . az2 r¥θ(}:!.J . r2 θ(} fl' r 旬。，

色主+~金三+竺竺+l.222=一主主 a全
ar2' . r ar θZ2 . r2 a(}2'_ μ 、 θZ

と LにZは下向を正に取る，A.， ftはラーメの常数で，ムは弐の式を満足する鰻積伸張である.

az.d， . 1θム 1a2ム θ2ム
一一+一・一一+一一一+一一 =.0・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2)
θrZ Tθr r2 a(}2 θZ2 

との方程式の解は寺津博士めが解いで居られる如く，次の様にたる.

ム=(Pih].c-kZ十P'lmekz)J m(kr )cosm()の場合

飾=r~(竺丘P1mz-Q刈e-Zk+(ーと丘P'lmZ.-Q刈州、(k'l')
L l¥ 己・ ノ¥己μ， ノ J

+(R〆 Tcz+ R' 1 mekZ)手Jm(財)Icos'm8， 
、 ICr
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I J(、rj.l.D .N-Ln. "L-1cZ-L(λ+μ¥!  uø=I i(-τ-~ .p，l.mZ+ Qlm )e-1cZ+(τr.p. I，J'lmZ+ Q'tm )ekZ~ でーJm/kr)
l ~\辺μ ノヘ<::iμ，匂 J }おT

叫川町今J'm叫叫i

=-K竺丘Pl~-Slm)円+(竺色P!lmZ-S'tm Ie叫ん(kr)cos例。
(¥2μ/¥2μ ，.ノ}

、+31-l-D -7.(n λ+3μ A"i-tjとP1m=k(Qlm-Slm)， I"~ uf"'p'lm=k(Q'lm十S'lm)
4μ，乙μ，

ム=(P1me-kZ+P'lmek 

U1'= [{(守P1mZ-叫吋守FUzf1ケい(kr)

+{Rlme-~~ +.R¥m6kZJ ;:; jm(kr)]ωo  

、 い[{(号仇z一石寸kZ+(ーや¥mz'-(J¥m)e
kZ
}会Jm(kr)

十品川叫宏叫ん(kr)トosm(J

UZ=-u竺 I-l-p1mZ一品高叫ρ〆Z+(竺丘5伊p'凶一-8'矛¥m)e
l¥2μ/¥2μ "'OJ J 

ヰ2竺P~m=k(否lm-~m)， 竺2笠丘5伊，i?'l戸 k刈岬(Q'否マF1抑m+州尽ゐ耐恥mω叫) . . 
4μ2μ  

Plm， Qlm， B1m， R1m，...等は積分常数である.

ヨえに歪力成分は次式の公式に依って求められる.

ZZ =凶+与す
、
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gpち

zz= [{(λ+μ)P1mkz-:-2μkS1m一μP1m}c-kZ+fー (λ+μ)P'lmkz

+2μkS'lm一μP'lm}ekZ]J rn(kr)ωs m(J 

F=ー{[{(λ十μ)P1mkz一主土P-P1m-μ(Slm+Qlm)Je-k，ι
2 

+{(λ+μ)P'lmkz +主主P-P'lm+ρ(Q'lm-S'lm)Je吋J'm(kr)
2 

+JL'乎と(仇R1me〆me円-吋k加z一R'lmい'lmekZ州州e♂F内内k加竹竹叩z句うγ仇).J~仇IJ~ん川Jんm
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表面に働〈静的力に依る宿唐辛無限弾性慢の歪に就て

A=在f(九十μ)P抑 kz一主土丘Plmー μk(Slm+Q1m)}e-:-kZ
、2

+{(川)P'lmkz+主竺虫出土主b竺P;p川
、2

+μk(R1me-.kZ-R¥mekZ)J' m(kr)sin伽。

、， ;:;=[{(いμ)予lmk:Z-2μ認1mームPim}e-k斗{ー(九十μ)i?lmlcz

+2μkS'lm-iJ'P'抑 Jez]Jm(kr)sinm8. 

F=-i[{(九十μ)FId-ZL主主丘P]mム kp;(σ~m+S;m)}e- J. Z
2 

一 λ+μ一一，一
十f(λ+μ)P'lmki十一一一P'tm十μk(Q'lm-S'l1n)}elz]J' m(kr) 

2 

+{&me-kZ-iilmekzJ丘竺Jm{kr) 1 sin悦8.
T 

方==([fー(λ+μ)PlmZ+主土~P1m+μ(否ún+Slm)}ê-- kZ
2 

+fー(九十)P'lmZ一主主P'1m --iJ'k((i' 1m ~ si叫}ekZ14Jm(kr)
2 ・ kr

一μkr百l~e-kZ~R'tméZ}j'm(kr)}cos m8 

2. 有麿半無限弾性韓の場合

1931 

-・・(7)。

表面居の厚さを f，そのラーメ常数を λ1，μ1下居のラ{メ常教を九わんとし積分常数の添数

を 1及 2でもって表はす事にする.下居に於て z=∞では愛位=0，にたら，左ければならぬから，

:J!'2m， S'2m， Q'2m'. R' 2m，及び P'2m，S'仰 ，Q'2m， R''i.協は零である.

130ち表面居に於ける愛位及び歪力成会は

叶 H主ピ止色白iJ'1-1\子~1'1九1悦Zべ一寸Q1m)e-AZ+(一竺丘色白iJ'1p'辺~P'ω，
l ¥代¥辺μμ'1 ノ ¥ 己μρ'1 ノ l や

叫 内叫me/(Z炉問(kr)トosm8;

/ Uo= [{( -当ヂPlmZ+Ql十ベ官iJ'I
P'lmZ十川

一(町山川、(Kr)}川

的==-U~:主:.P 1mZ -Sun ie叫 mr1pF1mZ-SAGE-ZJ明(財)附例。
(¥ 2μ'1 、 /¥2μ1， - • ~") ) 

Ur= [{(τ子五mz一否弘Q1m叫叫凹仰サ→η肌今bう十)e円e-kZ+μ吋z叫+べ(一当子J1，lp'凶一否守払弘1》1m寸m

+{伝五山+If宏川川〆J凶e
k

♂門責拘門
z可jず7去?ん州叫rけ十)]争iトsi恒也怖d8 
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uo=[ {(湾問mZ一万一)e-AZ十(一当!1-1
P
¥mZ_す小

+ {Rime-7l'z+:R川山r)]…(J，

ゐ=-H竺竺!..P1mZ-;-否1m)e-kz+凸+!1-1P'lmZ-8'い叫ん(kr)山伽8.
(¥乙μ -I ¥2μf ' ~- /. ， 

zz= [{(λ1+μJ)P1mkz-2μlk81mーμ1P1m}e-kz

+{ー(λ1+μl)P'lmkz+2μlk8'lm-μlP¥m}e!:]Jm(kr)cos m(J，-

zr= ー{[{(九1+附)P1伊μ一主土色Pimーμ1 l:; (81~l千 Q.IP.l)}e- kZ
， 

2 

+{(λ1+μl}P'lmkz+竺土色P'lm+μ1k(Q'tm -;-8¥m)}e均JJ'm(kr)
2 

+乎(R〆kz~R-'lmekZ)ん(kr)Jcos in(J~__ 

A=([{(A1+μ1)P]'mkz-
A1土色P抑 -p，lk(81rr:+Q1m)}e-kz 

2 

l̂+μ1 +f(孔1十μl)P'!mkz+一一一=:"'P'lm+μlk('Q'lm-S'tm)Jekz]一一Jm{か)
-2 --' .. kr' 

十μlk(R1me-kZ-R'抑 ekz)J'lm(lcr )}sin m(J. 

;; =[{(λ1坤 1)E¥mkz-2μlK志向。ー♂1m}e-ゐ 』

+f-(λ1+戸l)P'lmkz+2μlkS!lm一μlP'lm}ekZJJm(kr)sin m(J， 

Z=ー{[{(λ1+μl)P-rmkz--竺土色P1mkーμ1(Q1m千s刈}e-:kz
2 

、ー i'̂1+μln' 一一+f九1+μl)P'lmkz 十一一ー~P'lm+μlk(Q'im-S'lm)Je吋J'm{kr)
2 

+{五me十 W1mekz}乎 Jm(か)Jsjnm(J， 

;(j~ r[{ー (λ1+μl)Prmk~十h土色~m+μlk (否 tm+6\m)}e-kZ
2 ・

:-n，' r l̂+μ1ーづ 7;， 
+吋{ト一-(A仏入1+叩叩μ仰l)P¥mん1日抑凶「骨mz-ト一一一γ P'lm抑m一μ川州占似(Q恥1m一叫8'民九州川，1》川1m叫州悦ω州)Je吋3竺μとU切Jん川m

tん正む;r

一μlk{R1me-kz--;-R'lm♂:ZjJ'm(kr)Jcosm(J. 

下居の愛位及歪力成分は

I f(A2+μ2n ザ ¥k'Y.TI / 7_ ~ ¥ ♂ 例 J ・ザ 1-" n-
:=Iil一一一P抑 z-Q2m )e-k~J' m(か)+ R-;.me-:.kz ~J仇(kr)lcos m(J; II¥'2!1-2 U~:'-J- -""--'/ . -~"..~-. -，kr-".\'.":I~~~"v~ ， 

:..:..-'4 ~ 

-・(9)ー
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表面K働〈静的力に依る有居宇無限弾性瞳の歪に就て

ue~IH一学丘三P2m汁Q2'1l~ )e-k~ :nJ m(lir) -R2më':" k.zJ'm(kr)<I~iíi :m()， t・・(ロ)
Ll¥ 己μ ノ¥kr . . . 'J'.. ' .l 

p ーム f.L?.~ ¥ ・
~旬z=-liよ~.pzmZ-S2m )e-kiJm(kr)cos m;(). " 

¥2#2 ~' ，~") --'} 

ur=I"U主主ELzJJけ J;m(kr)+五〆kz~ Jm(kけI.sin伽()，
L l¥ 2112 ノ、 kr ' ， J 

ue= I (主主~~mZ-Q2m)e--均三とJム(k~)+ι~e- k.zJ'm(k;) I co~ 問。， '~ .:・・(日)
L¥2μz一向 j kr "" "，' .'.  'Jふ ， 

uz=":':'(淳子五例Z-S1m)e田町k1')sinm() 

zz={(X:i+仇)P2mkz--:2μ2kS2川 -j.L2P2~}e-kZJ m(kr)cos悦B，

;;~ [{(λz十件)P2~kz- À2土色P2mーμ2k(S2~+Q2m)jeー初J'm(kr)
2 

十竺2竺R2me-kZJm{Tcr )]cos mB， 
f・

;(j=wλ2+ん)P2mkz一主主色P2m'-j.L2k(S2m+ Q2m)}eー初~Jm(kr)
. 2 ， 

+μ2~R2~e-kZJ'm(kr)]sin m()J 

;;~{(λz七仰)P~m~z-2 μ27pS2m一五~P2nt~e-kZJm(kr )sin m()， 

77三一[I (λz 十州)瓦mkZ~À2土色P2，m一切♂2~1~+S2胤)}e--kZJ'拙(kr)
2 

+豆1me-kZ丘竺Jm(kr )]sinm()， 
r 

戸蒜=[{ー(九2十的fP2mkz+主土色Z弘十川(ゐ+8ふる)}e-kZ.m Jm(ぷ)
2 

一μ2k云2甘be-k.z.J'm(kr)]cosm(). 

-・・(14)

-・・(15)

195 

今表面に働く静的力を次の様に表す.但し llm(1')，f/!刑 (r)，Zm(r)・ブ・・等は rのみの函数とし Fr，Fe，一

FfI は夫々 r，()， z方向の歪力成分とする

Fr(r，())=llm(r)cos例。+宜m(r )s in m() 

Fe(r，()) =笹川r)cos例。+f/!悦 (r)sinm() 

Frlr，())三Zmか)cosm()+ふる(r)sinm() 

;;:=-:-Fr， ;{f=-:-Fe" ;;=-Fz 

と置てと，此等は次の如く展開される.

~=-~J国{Sm(k)J~+llk"')+l'm(k).im;"l(kr)}kdk C9S m~ 
μ1μ1.10 

.:-5ー

. 

一一
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Z{}， 1 r∞ 
「一=一--=-I ' {8m(k)Jm・I-l(k1・)-Tm(叫ん-I(kr.)}kdksin m{} 
μ1μ1  JO 

三三=-ijvm(k)Jm(kr)kdKeos例。
μ1μ1010 

2竺=-~ (""{Sm(叫ん+l(k~') 十五品(叫んーl(kr)}kdk sin問。
μftl  ;/0_ 
コ=て-、、
Z{} 1 r国

一=~I {Sm(k)Jni+l(財)-Tm(k)Jm~l(kr)}kdk cos m{} 
fh . P，1 Jo 

三三=-~ ("" Wm(正)Jm(kr)kdksin mO 
μ1μ1  Jo 

ζL以に 似州k恥f訂〈∞九{瓜瓜仇I1~悦泊附十否ι初制バ順制(初例仰窃耐)

Tm叫川州(ω似k紛)=士訂1~{但凪H払m川順川(ゆ同窃伺叶)ト一弘弘る附んん川-l(バ(畑刷)官帆

W仇叫川叩m刈岬州件(伊ω仲k吟恥)ド=1""曲μ山吋窃創)川tV)官 d官'

ゐ副恥恥伶ωk的)寸1""国1{但凪宜巴mバ順刷(畑同官伺叶)ト一¢仇似仰川(附Jん?仰叫叩拘峠叫+叫+l(k

九副例k的恥)= f訂l""∞冶瓦但ι例剛仙+吋暗叫¢弘払9隅袖ω ル川川叫1バ伽例(伊陶阿k加刷叩百耐)阿悶窃耐d官訊
' 

訪仇Wm(k)以州州件(ωω伸kω恥)片=JoooZmι励Zm(m)畑阿窃伺)J州窃酎)釘耐dゐ古

'" ' 
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3. 積分常教の決定

と Lで表面に働く力並に居の境界に於て愛位及歪力は連綾であると云ふ篠件を満足する様に常数

を決定したければならない・先ず (8)，.(10)， (12)， (14)ρ各式から

{ (λ1 +p，I)Plmkfー2μlk81mーμlPlmle-k!

+{一(孔1十μl)P¥mkf+2 p，lk8'lm-p，lP¥1Il}ekf 

={(̂2+μ'2)P2mkf-2μ，'}.k82川 一μ'2P'}.ln}e-kl

ノ」 {(λ1+μI)P1mkf-^1主~Plm.-μ出(8抑 +Ql~比)}e-kl ' 
2 

+{(孔1+μl)P'tmkf:十生土佐:pF1師十μlk(Q' 1m -8'lm)}eY 
2 

={(̂2+仰 )P2mkf一主土色P2m-ft2k(82明 +Q2m)}e-kf
2 ・

μI(Rlme~kr-R'lmekつ =μ2R2me- k!

-6-
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表面に働〈静的カに依る有唐辛無限弾性錘の歪に就で 197 

/ (半白1制l-Qlパ円+(一美+J.LIT'lmf一Q'un}ekl 
¥4μ1 ノ¥、話μ-1 / 

=(当ヂP2mf~川

、'*

Rlme-kl+R'linekl=R2me-k1 、‘
.a'
Aυ 円

G，，.‘、
• • • 

.
 
、、

• • 

/ (ヨヂPlmf-刈e-
k.(+(当PFFId-SIm)ehf

=(当ヂP2mf -S2~ )e~k! 

、ーム日 ‘ i¥.d一山ーゴ.!t!:..plm~川(Slm+Q抑)+-721m

十μlk(Q'lm-S¥m)=-k{Sm(k)-Tm(k)}

μ1 (.R1m日 R'lm)=Sm(k)+Tm(k) 

←2μlkSlm~μlPlm十2μ-lkSlm -:-μ2P'lm= -kWm(k) 

、.，，
1
4
 

円

4

，
酌

r
、

此等から常敷を決定するのは非常に商倒であるから、今後は孔1=μ11Xz=μz友る場合につい℃計

算する.且内/J.Ll=仰と置くと

。
P1m=[41L{ん (k)-Tm(k)}{ー(叶2)(1十 2n)e町 +(1一的(叶2)

μ1， 

k 
+2(1~n)(2+n)kf}+4~Wm(k){(叶2)(1+伽)e2kl_

μ1 

ー(1ふ-n)何+~)→:-2(1-n)(何十2)kf}] x企4

Slm=[ーニ-{Sm(k)ーTm(k)}{←2(n十2)(2nでト1)e2k1+4(1-n)2+4(1~n)(n+2)kf
μ1 

1 
-8(1'-n)(n+2)k2f21+一=-Wm(k){ -6(n+2)(2n+ 1)e2k1 

μ1 

-12(1~n)何十3)-12(n+2)(1-n)kf+8(1ー鈴)(n+2)k2f2nxムー1

Qm=[lwm(k)-Tm(k)}{-6(叶 2)(2叶 1)e2町一12(1-n2)十12(1-n)(2判 )"f
μ1 

主一
+8(1"":'n)(n+2)7c2f21+-=-W n:-(k){2(叶 2)(2叶 1)e2kl

μ1 

〆

-4(1-n)2+4(1 ~n)(n十2)kf+8(1 ~n)(2 +n)k2f守]xムー1

P'l~=[主ー{Sm(k) -~ T m(k }}{8(1-nY.le-2吋 -4(1-n)(何十2)+8(n+2)(1"":n)kfl 
μ-1 

-~W例(k){ ー8(1-n) :.l e- 2k1+4(1-n)(叶 2)+8{叶 2)(1-n)kf}]xム4

μ-1 

-7-
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S't悦=[l{ん(ky--Tm{k)J{4(1-n)2e-2~f+MJーη)2+4{1-n)(叶2)kl..__. ，
μ'1 

1 
+8(1-n) (2+n)k2f21 +-=--W m{k){12 (1-:-n)2i1-総 f+12(n2-1)

μ1 

-12(1--':n)(仰す2)kf-8(1-n)(2+n)k2f2}]xo.-1 

Q'lm==[土 {Sm(k)-Tm(k}}{12{1-n)2eー町"7'4(1-n)(叶 5)+ 12(n+2)(1~n)kf 島

J:Ll 

Rl悦

1 
-8(1-n)(2+川町2J+-=-W m(k){4(l-n)2(3-

2kfー(トη)(5n+1)
μ1 

-4(1-n)(2+付kf+8(1-n)(2+n)k2j2}]xムー1

Sm(k)十Tm(k) 、R'，m三 S加 (-k)+Tm(k)
{司}一 (l+n"-，，..， ..l 川1-te-2kf上院iE362kf-Ejp

o. == -8(n+2)(2n+ 1)e2kf -16(1ー η)2e-2kf+8(1-n)(5n+4) + 64(1-n)kf+32n(1一旬)k2j2

此等決定された常敷を (8)l'C代入し kについて零から∞迄積分して餐位が得られる. ~pち

'?lイ仇zー似叫(一山一山kZ}J'm(kr)

+(R19ybe-EZ+RFImeh)1竺J例 (kr)]dk. cos mO. 
kr 

@ 

u仰t句o==' [郎{む(-一千一子Pim;川 i+Qlm)e-k舛z斗+(肌p'門F九lmZ汁+Q仏，11νリ?η刈?

o ~r 

ー (Rlme-kZ.+R'lr/tekz)J'm(kr)]dk.sin mO. 

u寸
今一つの場合は唯 Sm，Tmi Wmが Sm，Tm， Wmと友るだけである.
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