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宇無限完全弾性鵠の表面を

停播ナる弾性波に就て

正野重方

1. 一様友完全弾性鐙の内部に表面に平行危長い棒放の源がある時3 とれよ

り出た弾性波が如何に表面を停播してゆくかといふ問題は故中野康博士により

解かれ3 その後坂井卓三博士は二次元的の棒欣の源の代りに三次元的の黙放の

源に関して同じ問題を立波に解決された。同論文に於ては源として球封稽のも

のを採用されて居る。方位的分布を持った源の場合は、適嘗友方向微分により，容

易に解が得られる筈である。そして源とじては内部に小球を考へて第ーにそれ

が一様に膨脹或は牧縮する場合，第二に上宇部が膨脹する時に下宇部が牧結す

る場合p 第三には表面に垂直の軸の周りに張れる場合といふ様友意味を奥へる

ととの出来るものを採用され3 各の場合に就て別々に扱はれた。更に一歩を進

めて次にはその球面上に於て任意の僚件を奥へるとどう主主るかといふ問題が起

って来る。球面土に於て力p 又は愛位といふ様に物理的に解穫し易い僚件を考

へるととは意味の友いととでは危いであらう。夢kK弾性舘内には大鐘墜縮波と

挨波と呼ばれる二種の波があり得て3 とれらの波は上の僚件により 3 或る場合

には草濁にp 或場合には草濁には起されたいでp 互に、適営友割合だけ混って起

されるといふととを考へると上の問題が益重要の様に思へてくるO 最近著者は

“On the Propagation of Tremors over the" Plnne Surface ofa Semi-Infi-

nite Perfcct Elastic Solid"といふ題自の論文を中央気象墓欧文業報に登表し
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た。その論文で伴無限時|生館内に仮想的力/J、球を考へてとの表面上で，垂直饗

位3 垂直ブ]，切線愛位上切線力といふ四つの係件が奥べられた時にZ芝生する波

を調べた。

ととでは同論文に取扱はれてゐる内容り概略と比較的に重要と思はれる結果

に就いて述べようと思ふ。

同論文は三つの部分に分れてゐて，第一部では敷皐的準備を行仇第二部で

は無限弾性韓中の波を取扱仏第三部では牛無限弾性穫の表面に於ける愛位を

研究してゐる。第一部の最後の目的は波動方程式の解の我々の問題に、適営危積

分表示式を求めるととにあるのではあるが3 膝用数星きに於ても重要と思はれる

多くの新しい関係式を求めて居る。然しととでは数撃的危ととは出来るだ省略

する考へから 3 第一部に関しては述ぺたいと!とにする。
哩ーと;1'・孟品!.:.Y- ゐ

2. 従来のとの種の理論では昼縮波，摂波に粗嘗する源の函数を α.prior.iに

奥へて居た。所が今の理論では更に進んで球面上の僚件を満足する様にその函

敷を定めるといふ仕事がある。球面上に於ける依件に遁合する解を得るには球

座標によるのが自然で・あらう。更にとの球より出先波は平面に衝突して二次波

を駒起するのであるがその際表面は全く自由であるといふ僚件が満足されたけ

れぽたら左い。平面に於けるとの僚件を満足するためにはカ{テシアン座標に

依るのが自然で・ある。との二つの異怠る座標系に属する境界保件を満足せしめ

たければ危らたいといふととがとの問題に敷暑さ的困難さを起すーっの理由にた

るのである。今次の様に考へてとの問題を取扱ふととにする。I3P球面上にある

愛形叉は力が奥へられた場合に墜縮波と摂波がE更生したとする。それらの波が

同時に球面を出褒したとしても互に異たる速度で停播してゆき異左る時刻に表

面に到達しF そとで各が別々に反射波乃至二次波を叢生するであらう。故に初

めに球面上の候件を満足する様に運動方程式の解の積分常教を定めた後には各

々を濁立に取扱ってよいであらう。叉敷皐的に二つの濁立た波が同速度で進ん

でゆき表面に衝突した場合でも濁立に表面僚件を満足する様にするととの許さ

れのは運動方程式及び境界僚件が線形であるととKよるのである。

故に初めに無限弾性韓中に於ける問題を考へる。

今の問題では運動は時聞に劃して週期的即ち eipt~比例すると仮定する。愛
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位コざクト Jレを{}とするととれは

。=gradp+rot ~l..... . . . . .. .. . . .. . . . . . . . . . . .， .・・・・・・・・(1)
と置くととは一般に可能危ととであるo p， mは夫々スカラーポテンシアJレp
i、クトJレポテンシアルと呼ばれてゐるがとれの函数形は運動方程式により決定

したければたら左い。況はi、クトルであるからF 三つの成分を持つのであるが

運動方程式は三つであるから，pと況の三成分とのうちにどれか濁立でない

ものが必要で、3 四つ共に濁立ではあり得たい。責際に計算して見ると

d =grac1 p+rot (?P'l]O，O)S+roも1・ot (?P'~，O， O)s ・・・・・・・・・・・・・・ (1')

と置くと都合が好いのであるコ但し?l"1'?F'2 は共にござクト Jレの球座標に於ける

動径成分を表はし， .8たる符標は球座標の意味である。球座標にて表した逗動

方程式に上式を代入すると p，P'11 ?F'.，.は夫々

a2p .， I n ¥ (1 a2(Rp) . 1 a (_~.. "ait¥1  a2p) ¥ 
hftMMi-一一一+一一一一(由。一一)+一一一-li t R aR'2 I R'2sin eae¥θe ) I R:!.sin:!.8a①ーJI 

' ト・・・・(2)
a2"lJ! .(O2P' . 1 a 1_.. " a7J!¥1  a2?F'/ 
明 =μjEEE十五日前iE632)+五日5pj j 

を満足すると蓮動方程式も満足されるととを詮明するととが出来る。

(2)の第一式は波動方程式である。叉第二式で ?F'=BWと沿くと Fは第一

式の λ+2μ の代りに μで置き換へた式を満足するととに友り結局 (2)の解

は次の様に左る。

qj =f(hR) P";: (cose) (..4. cosm cp+..4.'sinm cp)， 
1]1'1 =Rg (7cR) 子~(cos 8) (B cosm cp+Bペsinrncp)，~ ・.， . • •..... .(2') 

1J!2=Rg (kR) t:;:(cos 8) (0 cosm cp+O'sinm cp).J 

但し f(hR):=っとD H~21i(hR)， g(kR)=τ~_ H広告(印)， h=V_P_'P 
，y'hR イ印 Yん十五μr

=~， k=l/ ~p=主. ・ ・・・・ ・・・・・・・ ・ (3) 
旬 rf" 旬z

孔yμ は Lameの常数，pは密度3 句1は塵縮波の速度，旬1 は摂波の速度と

し， P~(cos 8)は Ferrelの n;たm階の Legenul'e陪函数であり，H忠告は

第二種 llankel函数で etpt と組合せて3 登散波を奥へるものである。

(1')に於て gradpは塵縮波で rot(1]I'1'0，0}Sは動径方向に愛位成分を持た友
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い振れ波であるが rotrot (1f''J.' 0， 0)8は動径方向にも愛位成分を持って居るの

である。塵縮波を縦波3 振れ波を横波と呼ぶとともあるが3 横波とは進行方向

に直角に振動して居る波と解躍すると後者には一寸ぴったり来たい感が友いで

も左い。叉平面波であれば確かに振れ波は進行方向には愛位成分を持た主主いの

である。とのととは rotrot (7J.!2' 0，0)$を貴際に精しく調べて見ると動径方向

の成分は切線方向の成分より l/Rだけ次数が高く友って居て，源より充分離れ

た鮪卸ち E が大きい所では動径方向の成分が早く減少しその黙では球面の一

部は殆ど平面と見倣せるので上の平面波に於ける事柄とは矛盾したい。 Lamb

は弾性球の振動を取扱った時に前者を第一種の振動と呼ぴ3 屋縮波と後者の波

に相嘗する部分を第二種の振動と呼んだ。〈我々の場合は登散波で Lumbのは

定常振動であるが事柄には愛りが友い。〉叉 Lambは初めからカ{テシアン座

標にて進み3 我々は球座標で進んで居るが遁営友愛換により一方より一方に愛

形するととが出来るととも設明出来る。(とれは同論文の附録とした〉。球座擦

にて弾性鵠の逗動方程式を解くととは既に妹津博士や小平博士により行は.れて

ゐる。妹津博士の方法は我々の方法とは具怠るが小平博士の方法は我々のもの

と見掛けは可成りに逮ふが結局は同じであるととを示すととを出来る。小平博

士の論文に於ける lll，fl:!は我々 の翌九， 7J.!1に等しいものであるが只定義が稀

達ふ。即ち我々の場合はlJl'1'lJ! 2に£クト Jレの動径成分といふ意味を奥へて居.

るの反して3 小平博土の場合は只 IIl'II '!.はく2)の第二式の解といふだけC意

味しか奥へて居られたい様であるo その定義の一寸した差が後の理論の褒展に

著しく影響してゐるのである。初め小千博士の解を見た時 IIl'刀zの意味が

わからたかったがp いろいろと試みて見てく1')の形に到達して3始めて fll，Il2 

の意味がわかったのである。

次に (2つに於ける積分常数 _4.，.A.'， B， B'， C， C'を球面上の僚件より定めたけ

れは友らえにい。球面.上の僚件として次の四つを採用した。

(i) -dli=DTr;; (cos B) cos mcp， _ do=drp=O: 

(ii) dR=O， do=Em!!.i3九 Smcp， {}rp = -E~FVS8~sill1ncp :!c 4 ) 

(iii) TRR=P T';; (cos m9フ)cos m9つ TRO= RRcp = 0 : 
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(iv) TRR= Q，Tl¥9 = Q郁子れぺ6!cos畑中，1'RCP=-Q.!..t;:(cose)・ ① l 
sin e T' θ6 ア!

以上の四つの型は最も一般たものであると思へるのである。ととに T.RR等は

歪力を表はすものである。 (i)と(iii)の保件に劃して..4.'= B = B' = O' = 0にた

り， (ii)， (iマ)の僚件に劃しては A=A'，B=C=C'=Oにたるととがわかる。

即ち愛位は次式で奥へられる。

。=gradtt+rotrot(?P'21 0，0)3' (i)， tiii)の場合3】
。=rot(1JI'1' 0，0)31 (ii)， (iv)の場合

r ....... .(5) 

ttI(Cて奥へられる波は町の速度で停播し，?P'1' 1J! 2 にて奥べられる波は h の

速度で停播する。 (5)の事柄を言葉でまはせぽp 球面に垂直方向の愛位p 叉は

力を奥へると摩縮波と第二種の援波が出てゆきp 切線方向の愛位又は力を奥へ

ると第一種の摂波が出てゆくのである。 (5)の第一式に相嘗する場合を更に詳

しく論じ第二式に相嘗する場合は後の論文に撲るととにじた。

第一式の場合に登散波を作るためK草位時聞にたされる平均の仕事を計算す

ると

r (n+m+1) D'1. ..，..，.. ，.;， _ r~r .7T"':!. r (n+1n+1) p2 
IWI=戸註 r(η-m+1)TWi〉ゑ lwl=zzEr(叶叶i)l，Wpii} 

件し T=守) -・(6)

にたる。ととで Wli)及下九Ciii) はあ向 λ，p， nの複雑た函童文であるomは
r(n+rn十1)

たる係数を遁じて表はれF その係数は mが大きく友る程大きくた
-m+1) 

り， 1から r(2n+1)迄愛佑するのであるから3 カ叉は愛位の奥へ方が同じ次

数 11，で振幅が同じ帯肢と墓欣である場合には後者の方が多くの仕事がたされ，
r (11.+117，+1) 

大きさは r(n-m+1)倍に左つてゐるのである。叉仕事は振l慣の二乗に比例す

るのである。

3. 以上で無限弾性謹の場合の解が得られたのであるがとれから宇無限弾性

健に移るととにする。球面より出アヒ波が表面に嘗ると反射波乃至二次波が働起

されるのであるが3 それは表面は自由であるといふ僚件より決定されるのであ

る。¢と lJI''1.は前にも迷ぺた様に濁立に取扱ってよいので別々に考へてゆくと

とにする。
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宇無限弾性骨豊の表面での僚件を考へる時にはカ{テシアン座標が遁嘗である

が¢は球座標で奥へられてゐるのである。故に球座標よりカーテシアン座標

に移る橋が必要である。ととで次の公式が役に立つのであるコ
r211' r与+向

<T=A  /~~~ H勺(叫P"::(cos 8)cos仰=.4.川 I，-
.JhR 剖 )0)0 

p，，/:( cos"-~) cos 1nVe-ih(o.:zJ+戸v・バ〈山ゆ sin匂aud匂 ・・・・・・・・・・・・・・・・('7)
~(n+m) 
e 話

但し今は R2=X2+が+(Z+a)2，i¥"::= /~守 であり，X， y， Zはカーテシア
A/話7r-

ン座標で dは前に考へた波の源と友る球の表面からの深さである。カーテシ

アン座標に於て愛位は次の形で奥へられるととは Lambの論文に示されてゐ

る。

。=grac1<t十rotro七(0， 0， lIP>)c ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(8)
cはカーテシアン座標の成分を表はし，<T; IIz'1)は夫々マ習十h2(t== 0， 'V'2 n戸(1)
+ k2 []z(1) == 0を満足する場合は上のOは運動方程式を満足するのである。第二
次波として次の形を仮定する。

r2日子+i:x>
<t(l) == A.孔:~tl I~ Sp釘cos，，-，)cos-mve-何回+sII+1'(a-Z))siuu cltt a叫=

_n_  _~+I国 l

IJi1)=A'λ%tr寸 2 - TP:(ω u)cosmve-ω+向+1'a-""，'Y2+t:2-1 z) ((9) 

siu u clu clv. 

ととにε24=芝生==(v1yで、S，Tは境界依件より定めるもので、針。と
/C- 1'" ¥句t.!

れを定めると (8)よb愛位が得られる。

三たにれを考へる。との場合は@の場合と達ひ3 波動方程式の解に R が

掛ってゐるo とのととが叉都合のよいとと友のである。即ち前にも述べたよう

に立ちはiクトルの動径方向の成分で・あるから，X-， y-， Z一方向の成分は

?J!2 に方向飴弦を乗じたものに怠る貴際に計算して愛位を求めると

ゐ="-n，kn坐盟十円何-EZ，れ= -:-nkn竺坐!+knTn_l~旦
oX aX 

. -. 
ey -ay 

. 

。z=-n，kn~(:Q~)+knGl笠.，"................ ・・ (10)
ez θz 

C 
を得る O 但し 1'11=(kR)71+量 H~;~i (kR)， Q:::=R71p;:: (cos 8) cos mrpである。
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(10)に於て各成分の第一項と第二項は可成りに形が異って居り，k，nl'nQ":は(7)

と同じ形であるから第一項に針ーしては if!の場合と同様た取扱ひが出来るが第

二項に封しては同じ様に行かたい。今表面に謝してi原と釘稽の射に像源を逆向

きに置いて見ると表面に於ては歪力の切線成分は無くたり，垂直方向のものが

倍にたるととが詮明される。叉像源を加へると(10)の O町れのは二倍に友る

が {}zは無くたるのである。所が表面では自由であるといふ篠件が成立，t..，友け

ればたらたいからF 上の垂直歪力と符践の異友る力が働く場合の解を加へれぽ

良いであらう o との様にして 1]1"2 たる入射波に封ずる二次波による表面の愛位

が計算されるのである。

摂波の入射波に劃する以上の議論は坂井博士の振波に劃する議論とは大分様

子が達ふがそれは源、の仮定が遠ふからである。然し積分形にて奥へられた愛位

の部分は異たる賄r注意して置けば坂井博士の用ひられた方法を使ふととが出

来るのである。

(10)の第二項に相営ずる都分を除けば愛位は%と vl'L関する二重積分で奥

へられ3就中旬に関しては複素積分をしたけれぽたらたいのであるが3正確た積

分は求占うられたいので3 漸近展開を行ふのである。その際積分路を最念降下線

(path of steepest 'descent)に選ぶので、あるがpその路が観測黙の震夫距離によ

り愛って来るのである。或る震夫E鴎佐より大きくたると積分路が被積分函数の

極p 岐勲等の特異黙を遁り過ぎそのためにそれ等に関する周塗積分が分れてく

るのである。との様にして震央E鴎監により種々た波が現れてくるのである。猶

球面波が表面に営った場合の数理論(()結果の物理的の解穫に関しては坂井14

1ll: m lV 

A B C 

第 1 国

が気象集誌に褒表されたもりがあるのでそれを

参照されたい。責際にとれらの波の現れる範園

を園で表はして見ると次の様にたる。

今 S に源があると考へる。 O は震夫で 08

=llとすると A，B，Cは次式で、奥へられる鮪

-である。

A=ま(=EiOB=ポコ(=涜〉 吋(=0.告)∞
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但し( )中の値は九=μ，或はど=3とした場合の値である。今との様左半径

の三つの園を震央を中心として表面上に重き 3 それらに園まれた範園をそれぞ

れ (1)，(11)， (1II)，(1V)と名付けると各範圏で現れる波は次の如きものである。

(1) 。ω(旬1)，dC吋匂2)，{fC吋1'2)，
(江)がめ(川正主叫z主主主主。(1J)(円)イ
(!11) が1J)(V1)，立主竺b立竺色2)，d(lJ)(t，ル d(1J)(旬ル 0・(の(旬1)，
(1V) d(1J}(V1)， d(S)(v:a)， ðC吋旬:~)， dω(旬s)，{)(的(句2)，d(S)(町)， dCS) (VS)， 

但し以上の波の記読の意味は 0は愛位の意味に使仏肩符の (1')， (8)は夫々

入射波が itであるかれであるかを示し， (町)， (V2)， (Vs)は夫々それらの入

射波により蹴起された波の停播速度を表はしてゐるものであり，VsはRaylcig-h

波の速度を表はすものである。立竺色J，及主主主Lの下線は入射波と像源によ
る反射波の合成波及垂直力が危くたるために加へた波を表はすものである。

次に各種の波による表面に於ける弾性鰭の素片の愛位とその性質を簡草に述

べて見ょう o

(1) (1)に於ける各波の愛位成分は次の如く得られる.

D-iC叩ωIυ川1九'~R一工〈印n-2ntω戸(. (1  ¥1 
ð~J)(刊M切(V川ω旬hω1)=A幻:p討W仰州3必巾が刺判;y?州川P到町叩叩川川)刊巾ゆhω(れμ仇ωt旬町ωJ勺心1)仰)

a一iChR-主-Cn-2m-l))r _ / j 、!
ð~J)(ω=..1 :p~)(旬1)む仰e .， ムT ド+O(志)L{・・・・(12)

s-iChR-'":. (?7.-2m))1_ _/ J. ¥I 

0伊削?例(ω町ω)= ..1勾pげ~})(卯hωψ山1山ω)片川Gω附ωOω附S幻7仰ド 五 11+川+刊0¥石j〓，!L ， 
1/す ε2sin0 cos 01/ε= 但しげ〉(h)=4V- -sin

2

~p'::(cos 0)， 
V 7r D (c088) 

可/す ε2C080〆ε2-sin!!0:;:;:1;:p~))(町)=41/干.m -vv"" ~~__ë~:::>J:ll-V p;~I(COS 0)， 

1/す ε2COS0(e2-2sin20) :p~1J)(V1)=2Il~ c;. "'~" V¥c;. -=-~~J.J..l VJp';，(COS 0) 
y 7f D(cos 0) 

D(cos ~)= (ε2-;2sin2B)2+4sin20 cos 0〆ε2-:-sin2(;;1， R =-v d'.!.芋戸

-・(13)

。r，{}中，{}zの円 rp，zは震央よりの動径方向3 その切線方向p 垂直上方の成分
を表はすものであるo更に運動をよく見るためには愛位の比をとって見るとよ

い。

(17<>.) 



{}~P) (町)_2sin8〆ε・~-sin:!tJ {}~J) ('V1) _ 2ml/ε:!-sin:!e ta干7iL_p~ -iy' 
忍可可ー ε2-2sin28 '{}~P)広了ーが-2sin'l.8 hr e 

笠立立=mco問。竺主竺呈e-4..................・・・・(14)
(}~P)(匂1) hr 

今との式より ε2=3，I竺Fl=77z=136=4九とった場合の表面に於ける
素片の運動の軌道の三つの直交する面への投射圏を重いて見ると第2園の様に

たる。

df匂J

J 

グ
，{)'j'tIP 

d 
ブ

矢印は運動の方向を表はす。

次にど生dはヨたの様に友る。

集 2，麗

-15 

..9!:'tl/iJ 
'・

rn- ・ 8-lrl'"R_.!!土九)I / 1 ¥】

笠)(V2)=02]1干np~(cos 8)cos m〆、 B F+O~古川

+cdj(?M) 

xcos却??-1ながドO(よ)}，
ー/弓一一 ・ e-仰!!:.寄与) (~ .' ，J 1:¥! 

笠fzzj=C277m?ZPZ(eosO)mmヂ kRri1+OK昆)J

+OV! {(山)(山一1)加 (ωs8)p出附)}
xsinイ

{}~S) ('V2) = 0。

-・・(15)

~p入射波と像源による波との合成波は表面に垂直の愛位がたいが水平方向の愛

位は入射波のみによるもの・の二倍に友つてゐるのである。上述の如く垂直愛位

がたいととによ b垂直方向に歪が生じて来るのであってとれを消すために二重

く177) 



の下線によって表はした波を生じてくるのである。叉水平方向では餐位が二倍

にたって居れ歪がたいのであるo とのととは簡草友平面波に於てp 全く自由

た面に波が営ると振幅が二倍にたるととを知って居るが，それと同じである。

(15)に於て注意すべき黙は第一項は他の波例へぽが2J)(町)に於けると同じ様に

?成分は T一成分の 1/'l'の程度であるのに第二項は第一項と同じく l/Rの程

度であるととである。平面波の場合に於ける結果より考へて第一項は入射面内

に振動する援波で第二項は入射面と直角の方向に振動する張波であると考へて

よいであらう o便宜上第一項を'第二項を"で表はし別々に比を求めて見ると

ð~)'(町 tan m(J) -t号 ð~)"(円)
m--一一 HV't' 一 一一一一一一一tanmψ ・・・・・・・・・・(16){}~S)I (町) 凶 e 夜巧石)=-Lel.ll m.g; 

即ち第一項の部分では表面上で素片は楕国運動をたし第二項では直線運動をす

るとと泊まわカュる。

ラたにがり(円)に就て考へる。
n-2m. _ ，“  

笠包=0 p~S) ('V2)COS向 e-ω-2-町 i1+0(7.: )~ 
R ¥kR)) ， 
日 n二笠ニEπ)t . ̂( 1¥1 {}~S)(町)=cpf(叫)山内e-\~~1十O( 一)~

I . ¥kRJJ. 

R土子二九)1.. ， 1¥( 1¥! 
伊(。炉Ov~S)(叫)cosmp ~ n i1+O(一 H

l¥kRJ)， 

rn-sinecose ~(1-2sin:.!e)-2cos e， / ~.-sin!J e~ 
:P?)(叫)=411CJ V E~ 

V 7r EtC08(J) 

X {ncos e P~( cos (J)ー(何十m)p:_1(cos e) 1， 

fτ ∞s e ~(1-2sin2e)ー2C08e"， I主-sln2e~ . 
:p~S) (円)=41/会m-_¥Wむ J
V 'll・ E(cos tJ) 

-・(17)

X {n cos (Jp~l(COS 8)ー(叫m)p~~_l(cos 8)J ， ~. • 

cos 8創1/1:.一cぷJγn、ρ
必ぽ伊削仰sの汽叩〉代ゆ(い仙旬

X {いηG∞os8pr;:(作GωOωs め一(伊n+m)p~l_l(cω088)乃1' 

E(C08 8) = (1-2sin2山 cos8凶作-8出 6



愛位成分の比をとって見ると

型丘rs叫(円S討むωln凶凶n2刊2噂8)一2おcoザs8イ6ゲV内什七シ←ド一→-si討凶i叫n2剖2噌司8}}d点
t付w 

些 V2羊玄2乙どL了一 Vβ寺シ←一→si泊凶n

型Z丘3乙L一 {{(1いβ一匙制柏凶叫叩i泊出凶刊n♂尚尚28句6め)一2cωωO 
2笠邑2立笠些註血)(ど己単;己己己EEZ2羊互τ2乙2)ご了一…川 V内什什主シ←一→S凶 i 

。日)(旬2) 止:111-n7.rn ~ 'IJ 
三主三三三=mcoseceニニニヱe-tτ 1 
{}~S)(叫 k1・!

-・(19)

(1)の範園はλ=μの場合Oく35016'であってその場合にばら-sin28は常に貴

であるoe2 =3，印 Oo，門戸)=例=1の場合の素片の軌道の投射園を差
くと次の様にたる。

集 3園

"'t(沼} 、ろ~St~)

仇
一-05 

仰一

(2)， (11) K於ける波に就て考へる。

。町。1)，区白2)，主主主Lは (1)に於けると同様であるがその外に伊)(Va)gp
ち¢により蹴起されたRayleigh波が現れて来る。ととで、はがp)(町)，笠笠V2)，

α!J) 
がめ(旬2)K就ては特に注意する程のとともたいので{}Vo'.I(Va)のみに就て考へる

ととにする。

訴W伊m附仇pωペ叩川〉刊ゆ切(い仇山匂叫3

=Aν戸互L恥が昨P仰州;?少門州bめぺ叩叫〉刊ゆ川(作仇旬九i心か仰仰)co同ωω08仰ザ〆ρ玄-ム弁-叩-tκ伽〈付げ-牛苧1叩十o(ιr~~)~
V 7r • Y '1' ¥ f(.T J) ， 

く179)



t 7l~mTTH~)(ー附)
{}~J)( V3) = A :p~) (~3) siu m伊e-T

/τ -IlBoclωcl-:-

j =AV去ずp伊~})(作匂%ω3ρ)s山inm向?元戸 - iド1+0ベl~宗~)力

{}~'J)( V3 ) =A7i叩jP>(旬みosm伊 e-hBoCI+件号二~rr H~!)( -lC'r) 

今"ー一一 ・

=Al/ “:P~P)(V3)COS mrp 〆7ー~ • ~1+0( 二)~V 7T(l+oo~)'" J r ，v y' 'f ¥1C'1"ノj i 

:p~?)(円)=4〆 277"-♂oov~ポー1-00ZPZ(-4A)y
ぺD¥

-・(20)

:P~)> (円)=4〆三子m九f-3-8匂(ー必0)，I 
・・・(21)

伊(v3)=2パ子九(ε2-2ーお02)Þ~"(-ioo)，
fdD¥ 

但し κ=子=子、/1+00:.l
'U3 ・Ul• 

¥ d，' )
γ=-fBo 

{}~1))( Va)， (}C:)( V3)の振幅はム {}~)(V3) は戸に逆比例して減小する。饗位
の比を求めると

立竺包l=2〆1+00ν1+0♂一九4子/=0.68e44ト1
dC:J (円 2002+2-e2 ¥ /

ð!~(V3)=2悦.v'1+002}/1+0♂(=mO.68tan m<p') ー ε=也盟(=ω.68一一，)~ • .(22) ð~P)(v3) 2002十2-B2 κT¥κrノ

笠主立=相tanmrpD-i号
{}~1})(旬3) …

κ'f
ぐ 〉の中は ε2=3の場合である。素片の軌道の投影園は第4園の様に怠る。

第 4 園

ÎPI 

V:Z (14) 
15 伊巧} ..!JytちJ

..9-;Pt~) :!..........:..、lど~ ð~tち}
オ、¥ーン寸斗半志

工-、→全:Uh
4%  

lanそ戸。

づJ
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(3) (111)に於ける波に就て考へる。

との範園にたるとがlJ)(旬1)，をさV1)，正ざ笠hdω(旬3)の外に。ω(円)， d(S)(V1) 
1 _ ，_.， . .. .. •.. /唱

が現れる。との範園では子くsin28になるのでがり(円)に於けるV会-sin28 を

-qls出ー告ととらたければ友ら友ぃ。その外は同じであるので。ω(叫

がり(Vl)だけに就て考へればよい。

初めに。臼)(山)に就て考へる。。印刷2)は三たの様に奥へられる。

hd司 I~q_l_"rl喝._，m-← 1_、、3

ð~.P)(叫)=...4. p~P)(叫)GOSmFe一叩-KB2'-T下+OEJ2

げ)仙

ð~P)仙Ap~同(叫)cosmJTICl"yË2立ー午~{1+0(会)}，

J玄 (ε2-1)+P~( -.iV京二1)
p~p)(叫)=41/ .:ー
V ']l"C sinす8(εcos8-.iVE2二lsin8l/2， 
1/す (ε2_1)+i>:( -.iV示二1)

:p~)(円)=4v-M v ι -.J..J ・・・・・・(24)
y 7l"1I""sin+8(εcos8-.iVぷ二lsinめmp
1/互 (gz-1)4E2(-4~/;て1)

げ1)(ω=81/与一v ']l"山τ0吹(εcωos8一.i"，〆/;;二E忌81泊n8的8)3戸3/2
との波は(σ23め〉の指敷部分を見てわかる様に表面にj沿官つて匂叫の速さで進むもの

でありれF 叉その振幅は cZg邸pち源の深さが大きく左れば指妻敷文的に減少するのであ

るω泊が宝ち3ぺそれ川は絶繍封自的伽句初の深限さで吋友〈けhclν〆戸l=.E.a〆口=3祭5dν〆F日=ヨ工でT白h匂町1 
Vl . J.Vl 

は波長であるのでそれを λ と書くと 271"〆京二idjλにたる。即ち深さと波長
の比が大きくたれば振幅が減小するのである。故に同じ深さの源に劃しでも波

長の大きいもの即ち週期の長い振動の方が短かい振動より振幅の大きたがp)(円)

を蹴起するととにたる。振幅の比をとって見ると弐の様に友る。

。:'11)(仏) 1 ε ノ子 、 4子
瓦ηV'!.)="2万でTe“(=0.61e 嗣)，

げ)(叫)ー竺一三一竺互竺空
忍可可 2〆F三I かi

笠笠三=rn，.竺主竺2f号.
ð，~P) (~2) kr マ

、』J
，h
d
 

n
G
 

f
・‘、

¥
1
l
l
J
 

m
y
一
例
一
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n
一k
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nu m
 

一一
〆
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1
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( )の中は♂=3の場合の値であってその場合に素片の運動の軌道の投射園は

次の様にたる。

t9rt屯}

策 5園

..9-;:/;巧J

.，，;P)(~) 

/寸¥¥ICUlmy>.

-/0 ( ) 10'1.耳!?ゐ

さえに d(S)(v2)に就て考へるつ

愛位成分は次式で考へられる。

¥¥↓/ 
唾回"!〆0 ・!m

。jy〉(01)=川市osm?e:-tP(主+号)+牛2πf1叫7_:)~ 
i¥kRJJ 

同〉仙al'~)(匂1)sin'mcp!!..-i(主主U土子二211+0(走)}， 
ð~S)(町)= a l'~.~)(匂1) cos m少円(雲+号)+4222宵 h+O(7~Tl )~ 

l¥kRJJ， 

伊仰附(μ仇旬町山1
Y 7r

w

伊εe2一2勾)"1. siniD(sin 8イ京二王-cos8)3/2 

Fr仰削j刊ヤい刷(作仇ω匂町ω1ο)=81/ 互L♂向μm(佐と2旦立些坐凶~と巴)5 /4j己竺5 /4{竺/4{
yワ7r- ---(作εエ一2勾)日 sin2-D(sin 8μ82 -1-cos 8)312 

必伊削仇sの吋叩川〉刊恥)(V1付仇匂町山1
V干む五亡苛i"" sむi泊n告均8(sin立8"〆/f)二王一cos8め)叩

-・ぐ26)

P 但し Ro，R1等は次の固により奥へられる。

第 6 園

凶 θ=士
、
Ro=S.A， R1 =.AP 

指数部分を見でわかる様にとの波は S より出

登して叫の速さで 4迄行き，.Aより表面に

(182 ") 



沿って引の速さでゆくものと解揮出来る。勿論走時に関するととは衝撃性の

波に就て3 考へるべきかもしれ左いがその種の事柄は週期的に考へたのと大し

た愛りがたいのである。各成分の比をとると弐の様にたる。

笠竺立=2笠Z2τ(=2.83)
ð~S) (旬1)ι-~

f}[;J (匂1) tan m9フ-i号 i
諒万才=m2~83寸-r8 .， 

ト・・(28)

。~)(町{= '111，:竺ど笠e-t号
訴不ら) … lげ・ 3 

素片の運動の軌道の投射園は弐の様にたる。

dz(Siv，J 

05 

集 7園

.JI';:lliJ 

Io t9;Sh0 

-05 

(4)， (rV)に於ける波に就て考へる。
との範園では以上の波の外に f}(S)( V3)即ち 1J!(2)より廟起された Rayleigh波が

現れる。。(8)(円)の成分は弐式で奥へられる。
f}~~)釧附j?少列州?戸汽州〉吋ゆ(付仙句叫z

1 /2 ~.\ I 1 -kcS'oclーか」午3 宵)L ， n(~\l
f}~I)(円)=CV ~.:p~8)(む)Sln仰Vkr:;e "11+0附)t，

1/ 2 cs〉 J7-凶仰いヰ九)h+o(~) 
f}~S)(円)=OV 7T(l+öoザ~8)(va)cos 1ngJV7e .. 'i.l.TV¥lCr )， 

8'o( 1+2o'♂-2o'oJ1+8'02-i} 
piペv3)=4〆27T ¥ I clE¥ むノ

1万;:-)y=ー

×{inSoEP(ーぽ0)+ (n+m)p:_1( -io'o)}， 

8'0( 1+lilÔ'0~-28'oV 1+Ô'02-~~) 
:p~)(九)=4イ27Tm \ IclE¥ む/

¥ dr)"=ー俗，0 

x {仰o'opr;;( -.io' 0) + (η十例)p:-l( -.i8'心1，

く183) 
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f
 

x {-inq' oP;:( --io' 0) + (η +m)p~_l(-.iÔ'o)} ， 

但し κ=ヤ1+0':1. である。
成分の比をとって見ると

がり(円)ヘメ官o'o:!.¥1+20ト 20'oVl+Bト会)i工 は
1~~ -:/. (= O.G8 e" 2) 

ð~S)(V3) - 1/... . N " i・ e
V 1+0'02一子

dC:) (V
3
) イ百0'0:1.(1+20'0

2ー20'oV1+0ド会)tanm申
ð~S) (v3了=仰

、
，/.... N?  1 κr  J ト・(31)
V1+0γ一子

、、』1
I
/

伊一
悌
一

r

n
一κ
a
一

'
十
L
U

』
Q
u
 

n
h
u
 
nu m
 
一一
/
f
i
t
-
、

ð~S)(叫 tanm伊 -4
一一-ð;~)(V3) 一山 kr e 

( )の中の値は ε2=3の場合であるがく22)の( )中と金く同じ値をもって居

るととは注目すべきととである。とれは ε2=3といふ特別の値に釘して成立す

るものでたく任意の εに封じて.(22)とぐ28)の第二還が見掛どは著しい達ひ

のあるにも閲らす=一致するととを詮明するととが出来るのである。とのととに

就ては更に次節で迷ぺるととにする。

(IV) は 戸4三かか炉以以ル上1:.9一=一∞一…る初山のM閃…でで、…，d(P川訓川0がFρ例門〈ωω叫叩pのぺ仰〉刊ゆ(作旬叫1
等に就て多少の注意が必必、要ででで、.，.あるo何故かたれば(13)及び(22)を見ると cose 

d 
友る因教が総てに含まれてゐるのである cos 8=一一一ーであるから r=∞で

o ーへ〆F王9.:!.
ω=o(手)で、に怠る。故に充分大き危 T に謝しては第一項が 0主)にたるか
ら漸近展開の第二項と同じ程度に抗。故に第三お求めて助ければたらた

い。可成りに厄介友計算をすると弐の結果が得られる。

初めに d(P)(Vl)に就て考へる。

(i) n-m:偶数

("184) 



必伊削p均ぺ〉刊(仙旬町1

0科W昨削附仇LrF似判仰p的ぺ仰帆〉刊ゆ伽(作似旬町ω山1)炉)片同=...:1背，)(匂工)(d-2出 )siwe-1(ナサ{1+0倒的
(，7 4-i(e2-1)れ r1.(hr-呼Er2h+o(~ ¥1 

0洲町)=A  :p ~1})(匂1)い-7F弓TjGOSW T2 i+ob寸3

lï~的イ三 εごとflp，::(O)，

FF=4V?と2fr(0)y〉〈均
V104dfzm)o 

(ii)η-'m:奇数

昨 )(V1)=AP1~(V1)(子ι)cosmr:pf!.ーペア宵)何(と)}，

げ (1:1)=Ap中川

昨今山A手(町)(子+士)cosm r:P~_i(プヂh) ←。(ま)}，

M刊)イZ乍二;37伴伴]り)γ=J0J ' 
恥(作仇山匂町1

手糾附M叫(町)=2Y記押)γJ
成分の比は(14)に於て sin8=1と置いたものと同じにたる。
ヨたにが吋叫)に就て考へる。

(i)η-117，:偶数

/ cP _ i¥ e-I(k)ー竺二子二九)(.. . ，J1¥I ¥ 
些単=C:P;.s) (円)l;ワjGOSW TZ- 11+Oz〓

(d2. .i¥ e-1(k1・ーと子二3宵)(.. . r¥( 1¥) l 
笠(v2)= c p~Ç) (V2)~ ~ + ~ )sin m~ ω F+O~k~r)J ， I 

-・ぐ34)



ð~S)皆川

川 =4V!{np!:(O)一日)(ち町'Y=J，
:j5cp( V2) =料品岡山仇)(学!)y=J，

州)=ゲ!~1-許可(0)ー(仇)(宍判J。

-・(37)

成分の比は(19)に於て cose =0， sin e=lと置いたものと同じに怠る。
(ii) 1z-m:奇数

n'/ ~ 1 

ð~S)(V2) = G :p$S)(V2)( dーヰ斗08mg> e- !(ナ~{1+0(ま)}，
一唱/ー 1 

ð~S)(v:!)刊叫ーヰ弓sinwe-t(kriア!{1+0(k1r)} J(38) 

{}~S)( v2) = G 事託ザ劇酌机jP似卯州の吋仰削(い仇件旬内2

符伊削仰〉刊ゆ(伊叫匂向2

誇背献削〉刊巾ゆ恥(か作札t旬叫叫ω山3ハ沿)2)=4 拝凶(附?η叶山叩川川z叶山山山刊+判判仇叫7仰m刈7η叫z吋)p払弘Lμ1似 i 
立符ザsめ吋叩〉刊ゆ(作ル旬

との場合は第二項が今迄のものと少し異たる形に利いてきて，成分の比は弐の

様にたる。

ð~S) (町 kd-2必 f子{}~)(町==""".， ，)')kd-2必 tanm伊
三三三三三一 1.22 一一一一一~C ・三三三三三=m1.2一一一ーで一一一一一-
ð~S)(句2) -.L.'<"" kd-4.90 - ， ð~S) (1'2) -m.L...""J，:αーせ.90 b' 

笠包) t知山 -t~
二弓二=='I'YI.一一一一一一ムe 話。γ，S)(句2) …1，;1' 。

--(40) 

3. 2 ~於て注意した如く 8ω(v3) の各成分の比とがの(円)の各成分OJJ:ヒが任

意の値に就て全く等しいととを詮明してみる。

んは(13)第 4式を満足する根であるので次の式を満足する。

( 186) 



{e2-2(1+おり}2=4OO(工+002)Vl+oo~-8~ 或は ε2-2(1+002)

400(1+002) 、11+00~-d ......................・・・・・・・・(41)
ε2-2(1+00:1) 

必の定義より (1+ oo':!.) e2=1+002或は 1+00'2=主主-. . • . . .•. ぐ42)
εー

たる関係を得る。 (42) を (31)の第一式に代入する。

e4ð$:州九.v~子 {(1+20'0ト20'め+0γ-主l
ð~S)(円-)-J1+0γ一言 l' -r - • - u e"J 

l/百万(2+2o02-e2-200，!1+002-e2)
一、 00e2 

(41)を上式に代入すると

Jl'1+002 向。(1 -+1002)〆刊=ーがー200〆1+00:!-e2~ ) ぜん 2十~00:.!- G:1I--- -"'UUy -'--，uo -c. J 
/、 ")(43)ι玉置200〆1+0o:lーεF町一2-20内 2}-2行可〆1+Sh1

e200 -"UY ..LTUO¥ 2+20♂-e2 )-~ 2+2002-e2 0) 

ð~lf) (v3) ð~P)(句3)
(43)と(22)の第一式を比較すると一一一一一一一一ーたるととがわかるO

ð~S)(旬3) -ð~P)('V3) 

以上のととは Rayleigh波の一つの特性である。 gpち Raylejgh波とは浅海に

於ける長波の様に一定の速度で進み3 叉それの運動の性質は働起した原因には

無関係であるogpち摂波で起しでも，星雲縮波で起しも p 振幅は原因によるが特

性は愛ちたいのである。常に道を往く草と逆向きの廻轄をするのである。

。(p)(句3)と dCS)(円)は観測結べは同時に到着しa性質も同じであるから観測か
らは全く直別するととは全く出来たいものであるヮ

怒りに次の黙に一言蛇足を加へる。

との原論文で・は初めに牟無限弾性謹内の球面の僚件に合はす様に護散波を求

めp それが表面に嘗り表面の俵件に合ふ撲に二次波を求めた。とれではその二

次波のために初めの球面に於ける係件が満足されたくたるといふ疑問があるo

gpちご次波が弾性鐙内に進入してゆき，球面上で叉新しい波を蹴起すると考へ

てそれを求めたければいけたいので、はたいかといふ疑問がある。それに釘して

次の二つの答へを用意して居る。

1， 物理的に先す=考へればととで考へた球面とは如何怠るものであるかとい

ふととである。との問題を地震に庭用しようと息ふ場合には震源とは如何たる

(187 ) 



ものかといふ根本的の問題に関聯じで居るb 我々の考へたのは週期的の場合で

あるが衝撃性の場合にはそれを総ての週期に就て積分すでるととに依って得られ

るのである。その際球面にて第三次波に劃する僚件を満足さすといふととは衝

撃性の波が球面より出て表面に営払叉内訴に進入L.，球面ではねかへるといふ

ととに友る。所が震源がその波が賜うて来る時刻迄賓際に波をはね返す様危構

造にあるだらうか。或る場合には賜ってきた波に謝しては素遁りをさすことが

あり得たいだらラか。初めに奥へた球面は何時迄も空語である必要が必やしも

危いのである。衝撃性の第二弐波を素通りさす様た解を作るには週期的の場合

にも球面11:於ける第三次波"K関する問題は考へる必要がたいのである。初めに

考へた球面といふのは未知の複雑た物理的現象を起してゐる震源を園んだ仮想

的球面で、あってP その内部の物理的愛化のために或る瞬間にその俵想的球面に

力が働くと考へるのであるJ只恐らくは弾性鰻理論の庭用の出来危い震源附近

と弾性波の媒穫としての弾性舘とのこつの境界といふだけの意味に球面を考へ

るのであるコ故に第三次波を考へるととは物理的には必十しも考へたい場合よ

りより一居正しいとは言ひきれたいのであるo

29 若し球面が貴際にもZE第の如き第三次波を起す様左場合には致事として

は第二次波が球面上で如何危る愛位乃至歪力を起すかを計算すればその後はそ

の新しいものを我々の表面上の僚件の代りに用ひればよいだけで、あってF 其操

作は敷皐的には大した困難危ととではたいのであるo その様にして得た新しい

波の勢力は震源が特に浅く友い限り第一ヨたのも.のに比して非常に弱いと考へて

よいととは明かで、ある。乙の問題は機舎があれば考へて見度いと思って居る。

原論文は岡田蓋長3 藤原先生の奨闘と本多博士の激働p 坂井博士の懇篤友る

注意と指導と校閲の賜であります。謹んで諸先生に御躍申上げます。
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